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关于主 －从混沌蔡氏

电路系统滞后同步的若干新判据

卢雪菁，吴晓锋
（闽南师范大学数学与统计学院，福建 漳州 ３６３０００）

摘　要：研究主－从蔡氏电路 （ＣｈｕａｓＣｉｒｃｕｉｔｓ）系统在线性状态误差反馈控制下存在通道时延时的滞后混沌同
步问题。运用多项式理论中的斯图姆定理和因式分解定理等工具，严格证明了几种控制增益矩阵情形下的代数

型滞后混沌同步判据，并通过与现有文献同类判据的实例比较，验证了这些新判据具有更少的保守性。
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　　蔡氏电路系统是一类由三阶常微分方程描述并
且可用简单的非线性电路实现的混沌系统［１－２］。多

年来，它已成为研究混沌科学的一个基本模型。许

多文献已证实，在特定的主 －从反馈控制框架下，
两个蔡氏电路系统可以实现混沌同步［３－３３］。这些

反馈控制框架包括线性状态误差反馈控制［３－２０］、

脉冲 控 制［２１－２３］、采 样 控 制［２４－２６］、自 适 应 控

制［２７－３１］、基于观测器的控制和自适应滑膜控制

等［３２－３３］。

本文研究线性状态误差反馈控制下的主－从蔡

氏电路系统滞后混沌同步问题。所谓的线性状态误

差反馈控制可描述为ｕ（ｔ）＝Ｋ（ｘ－ｚ），其中，ｘ，ｚ
∈Ｒ３分别是主系统和从系统的状态变量，Ｋ∈Ｒ３×３

为待定的常数控制增益矩阵。

文献 ［３］首先通过数值仿真证实了基于线性
状态误差反馈控制的主－从蔡氏电路系统可以在控
制增益矩阵Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ，０，０）、Ｋ＝ｄｉａｇ（０，ｋ，０）和
Ｋ＝ｋＩ３等情况下达到混沌同步。文献 ［４］随后从
理论上证明了控制增益矩阵Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ，０，０）情形
下混沌同步的条件是反馈增益ｋ＞６．４足够大，并
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且猜想控制增益矩阵Ｋ＝ｄｉａｇ（０，ｋ，０）情形也有类
似的混沌同步条件。文献 ［５］进一步从理论上证
明了这一猜想，但只得到了控制增益ｋ在一个较小
的区间内可保证混沌同步的保守结果。文献 ［６］
改善了这一结果，证明了主－从蔡氏电路系统在控
制增益矩阵Ｋ＝ｄｉａｇ（０，ｋ，０）情形下的混沌同步条
件可以表示为ｋ＞ｋ 的形式。

许多研究者其后开始转向寻找所谓的代数型混

沌同步判据，这种判据能够直观地用代数表达式给

出由控制增益与蔡氏电路系统参数表示的混沌同步

条件，因此很便于对控制器增益矩阵的设计。文献

［７－１７］证明了主－从蔡氏电路系统关于Ｋ＝（０，
０，Ｋ３）∈Ｒ

３×３、Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ１，ｋ２，ｋ３）、Ｋ＝ｋＩ３和Ｋ
＝ｄｉａｇ（ｋ，０，０）等控制增益矩阵情形下的代数型混
沌同步判据，其中Ｋ３∈Ｒ

３。

在主－从反馈控制框架中，主系统的状态变量
信息传递到从系统端的控制器时客观存在有通道时

延问题。文献 ［１８－１９］研究了主 －从蔡氏电路
系统在线性状态误差反馈控制下存在通道时延时的

代数型滞后混沌同步判据，其中，控制增益矩阵为

Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ１，ｋ２，ｋ３）和Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ，０，０）等情形。
上述对主－从蔡氏电路系统混沌同步的研究都

是基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，因此，所获得的混
沌同步判据都是充分条件。如何改进这些充分性混

沌同步判据使它们更接近于混沌同步的必要条件，

一直是混沌同步科学与技术领域的一个努力方向。

本文基于文献 ［１５－１６］的频率域判据，采用多
项式理论中的斯图姆定理和因式分解定理等工具，

试图得到主－从蔡氏电路系统在线性状态误差反馈
控制下达到滞后混沌同步的较少保守性的代数型判

据，其中，混沌同步的滞后时间要求等同于主－从
系统信息通道的时延时间，因此，这些新判据也适

用于主－从系统通道时延为零的完全混沌同步问
题。实例仿真表明，它们比现有的同类结果具有较

少的保守性，即更接近于混沌同步的必要条件。

１　系统描述与同步框架
考虑如下无量纲形式的第一类蔡氏电路系

统［１］：

ｄｘ１
ｄｔ＝ａ（ｘ２－ｘ１－φ（ｘ１）），

ｄｘ２
ｄｔ＝ｘ１－ｘ２＋ｘ３，

ｄｘ３
ｄｔ＝－ｂｘ２－ｒｘ













３

（１）

和第二类蔡氏电路系统［２］：

ｄｘ１
ｄｔ＝ａ（ｘ２－φ（ｘ１）），

ｄｘ２
ｄｔ＝ｘ１－ｘ２＋ｘ３，

ｄｘ３
ｄｔ＝－ｂｘ２－ｒｘ













３

（２）

其中，ａ和ｂ为正常数，ｒ≥０，非线性项φ：Ｒ→Ｒ，
且

φ（ｘ１）＝ｍ１ｘ１＋
１
２（ｍ０－ｍ１）·

（ｘ１＋１－ ｘ１－１） （３）
ｍ０和ｍ１为满足ｍ１ ＞ｍ０的任意常数。

令ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）
Ｔ∈Ｒ３，并引入属性参数α：

当蔡氏电路属于第一类时，取α＝１；当蔡氏电路
属于第二类时，取α＝０。那么，上述两类蔡氏电
路系统可以表示为统一的矩阵形式：

ｘ＝Ａｘ＋Ｂσ（Ｃｘ） （４）
其中，

Ａ＝
－ｄα ａ ０

１ －１ １
０ －ｂ









－ｒ

，

Ｂ＝
ａ（ｍ１－ｍ０）

０








０

，　Ｃ＝（１，０，０） （５）

并且，ｄα ＝ａ（α＋ｍ１），α∈｛０，１｝，非线性项σ：
Ｒ→Ｒ满足

σ（ｙ）＝１２（ｙ＋１－ ｙ－１） （６）

如果忽略蔡氏电路 （１）或 （２）中电感的电阻，
那么ｒ＝０。

把式 （４）描述的系统作为主系统，如下的蔡
氏电路系统作为从系统：

ｚ＝Ａｚ＋Ｂσ（Ｃｚ） （７）
其中的Ａ，Ｂ，Ｃ和非线性函数 σ：Ｒ→ Ｒ如式 （５）
或式 （６）所示。在对从系统 （７）施加一个控制
ｕ（ｔ）后，可以得到一个由主 －从蔡氏电路系统组
成的同步框架：

Ｍａｓｔｅｒ：ｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂσ（Ｃｘ（ｔ）），
Ｓｌａｖｅ：ｚ（ｔ）＝Ａｚ（ｔ）＋Ｂσ（Ｃｚ（ｔ））＋ｕ（ｔ{

）

（８）
这里的ｕ（ｔ）选择为带有时延的线性状态误差反馈
控制：

ｕ（ｔ）＝Ｋ（ｘ（ｔ－τ）－ｚ（ｔ）） （９）
其中，Ｋ∈Ｒ３×３为待设计的常数控制增益矩阵，τ≥

７７
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０是同步控制过程中主系统端的状态变量信号ｘ（ｔ）
传输到从系统端的控制器时所可能存在的信号传输

与处理时延，假设它为常值并且可能是未知的。显

然线性状态误差反馈控制器 （９）具有结构简单等
优点。

我们的任务是设计控制增益矩阵 Ｋ，使得对
于主、从蔡氏电路系统的任意初始状态 ｘ（０）和
ｚ（０），下列极限被满足：

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘ（ｔ－τ）－ｚ（ｔ） ＝０ （１０）

我们称满足条件 （１０）的主－从同步框架 （８）达
到滞后时间为τ的滞后同步。

令误差变量ｅ（ｔ）＝ｘ（ｔ－τ）－ｚ（ｔ）。由同步框
架 （８）可知该误差变量满足如下动力系统：
ｅ（ｔ）＝ｘ（ｔ－τ）－ｚ（ｔ）＝（Ａ－Ｋ）ｅ＋Ｂη（Ｃｅ，Ｃｚ）

（１１）
其中，非线性项η：Ｒ×Ｒ→Ｒ，并且
η（Ｃｅ，Ｃｚ）＝σ（Ｃｘ（ｔ－τ））－σ（Ｃｚ（ｔ））＝

σ（Ｃｅ（ｔ）＋Ｃｚ（ｔ））－σ（Ｃｚ（ｔ）） （１２）
由于ｅ（ｔ）＝０时，η＝０，因此ｅ（ｔ）＝０是误差系
统 （１１）的一个平衡点。显然，滞后同步问题
（１０）等价于误差系统 （１１）在平衡点 ｅ＝０的全
局渐近稳定性问题。

定义１　对于 μ１ ＜μ２ ＜＋∞，称一维函数
ｆ（ｙ）：Ｒ→Ｒ关于变量ｙ∈Ｒ属于扇形［μ１，μ２］，如
果对于任意的ｙ∈Ｒ，

ｆ∈Ｆ［μ１，μ２］ ＝｛φ∈Ｒ：φ连续且

φ（０）＝０，μ１ω
２≤ωφ（ω）≤μ２ω

２，ω≠０｝

（１３）
　　引理１　由式 （６）和式 （１２）确定的非线性
项η关于变量Ｃｅ属于扇形［０，１］。

证明　由式 （６）描述的σ（ｙ）可以表示为

σ（ｙ）＝
－１，ｙ≤－１，
ｙ，－１＜ｙ＜１，
１，ｙ≥

{
１

显然，σ（ｙ）关于变量 ｙ∈ Ｒ是连续、非减的，并
且对于任意ｙ２＞ｙ１∈Ｒ，（ｙ１，σ（ｙ１）和（ｙ２，σ（ｙ２））
两点连线的斜率小于４５°，即

（σ（ｙ２）－σ（ｙ１））／（ｙ２－ｙ１）≤１
因此，由式 （１２）描述的 η（Ｃｅ，Ｃｚ）关于变量 Ｃｅ
是连续的。

又当Ｃｅ＝０，即Ｃｘ（ｔ－τ）＝Ｃｚ（ｔ）时，η（Ｃｅ，
Ｃｚ）＝０。

当 Ｃｅ≠０，即Ｃｘ（ｔ－τ）≠Ｃｚ（ｔ）时，不妨先
假设Ｃｘ（ｔ－τ）＞Ｃｚ（ｔ），那么必有

η（Ｃｅ，Ｃｚ）＝σ（Ｃｘ（ｔ－τ））－σ（Ｃｚ（ｔ））≥０
即（Ｃｅ）η（Ｃｅ，Ｃｚ）≥０。

又因为 ［σ（Ｃｘ（ｔ－τ））－σ（Ｃｚ（ｔ））］／Ｃｘ（ｔ－
τ）－Ｃｚ（ｔ）］≤１，因此有

（Ｃｅ）η（Ｃｅ，Ｃｚ）≤（Ｃｅ）２

同理可证，当Ｃｘ（ｔ－τ）＜Ｃｚ（ｔ）时，
０≤（Ｃｅ）η（Ｃｅ，Ｃｚ）≤（Ｃｅ）２

综上可知，η（Ｃｅ，Ｃｚ）关于变量Ｃｅ属于扇形［０，１］。
　　引理１表明，误差系统 （１１）是非线性项属
于扇形 ［０，１］的 Ｌｕｒｅ型系统。根据绝对稳定性理
论［１５］，如果Ｌｕｒｅ型的误差系统 （１１）在扇形 ［０，
１］中是绝对稳定的，那么对于由式 （６）和式
（１２）确定的η，对应的误差系统 （１１）在 ｅ＝０
处就是全局渐近稳定的，这说明同步框架 （８）达
到 （１０）意义下的同步。因此，我们的任务转变
为设计控制增益矩阵 Ｋ，使得误差系统 （１１）在
扇形［０，１］中达到绝对稳定。

２　主要结果
为了简化由 （９）描述的控制器 ｕ（ｔ）的结构，

首先取控制增益矩阵 Ｋ＝ｋＩ３。下面证明误差系统
（１１）在控制增益矩阵 Ｋ＝ｋＩ３情况下达到绝对稳
定的一个较少保守性的充分性判据。

首先，由文献 ［１６］的定理１容易得到如下
结果。

引理２　令
Λ＝ｚＩｎ－（Ａ－Ｋ），Ｗ（ｚ）＝ＣΛ

－１（ｚ）Ｂ
其中，ｚ为复变量，Ｉｎ为 ｎ×ｎ维单位矩阵。令 Ｒｅｚ
为复数ｚ的实部，λｉ（Ｓ）为实方阵Ｓ∈Ｒ

ｎ×ｎ的第ｉ个
特征值．如果Ｒｅλｉ（Ａ－Ｋ）＜０，ｉ＝１，２，…，ｎ，并
且

１－ＲｅＷ（ｊω）＞０，ω∈Ｒ∪｛∞｝
其中ｊ２ ＝－１，那么误差系统 （１１）在扇形［０，１］
中绝对稳定。

再令

ｇ＝ａ（ｍ１－ｍ０），
ｑ＝（２ｄα－ｇ－ｒ－１）

２＋３（ｒ－１）２＋１２（ａ－ｂ），

ｌ＝１４（（ｒ－１）
２－４ｂ）（２ｄα－ｇ）

２·

［（２ｄα－ｇ－２ｒ－２）
２＋８（ｒ＋ｂ）］＋

［（２ｄα－ｇ－３）
２＋１６ａ＋３］ａ（ｒ－１）（２ｄα－ｇ）＋

２ａ（２ｄα－ｇ－４ｒ）
２（（ｒ－１）２－４ｂ）－

４［［（ｒ＋ｂ）（ｒ＋１）－２ａ］（２ｄα－ｇ）－（ｒ＋ｂ）
２＋

４ａ（ｒ２＋２ａ＋ｂ）］（（ｒ－１）２－４ｂ）＋
ａ２（２ｄα－ｇ－２）

２－

８７
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１２ａｂ（２ｄα－ｇ）（２ｄα－ｇ－ｒ－３）－
８ａ（ｒ＋ｂ）（ｒ＋２ｂ－１）－１６ａ２（１１ｂ＋２ｒ－ａ－２），

ｈ１ ＝ｋ＋ｄα，ｈ２ ＝ｋ＋１，ｈ３ ＝ｋ＋ｒ （１４）
Ｅ１ ＝ｈ

２
１＋ｈ

２
２＋ｈ

２
３－ｇｈ１＋２（ａ－ｂ） （１５）

Ｆ１ ＝（ｈ１ｈ２－ｇｈ２－ａ）（ｈ１ｈ２－ａ）＋
（ｈ２１＋ａ－ｇｈ１）（ｈ

２
３－２ｂ）＋（ｈ２ｈ３＋ｂ）

２＋ａｈ２３
（１６）

Ｈ１ ＝（ｈ１ｈ２ｈ３＋ｂｈ１－ａｈ３）·
［（ｈ１ｈ２ｈ３＋ｂｈ１－ａｈ３）－ｇ（ｈ２ｈ３＋ｂ）］（１７）

Ｌ１ ＝Ｅ
２
１Ｆ
２
１－４Ｅ

３
１Ｈ１＋１８Ｅ１Ｆ１Ｈ１－４Ｆ

３
１－２７Ｈ

２
１

（１８）

λＩ－（Ａ－Ｋ）＝
λ＋ｈ１ －ａ ０

－１ λ＋ｈ２ －１

０ ｂ λ＋ｈ









３

　　定理１　误差系统 （１１）在控制增益矩阵Ｋ＝
ｋＩ３情况下达到绝对稳定，即主一从同步框架 （８）
达到式 （１０）意义下滞后同步的条件是同时满足

ｈ１＋ｈ２＋ｈ３ ＞０ （１９）
（ｈ１＋ｈ２＋ｈ３）［ｈ１ｈ２＋ｈ１ｈ３＋ｈ２ｈ３＋ｂ－ａ］－

（ｈ１ｈ２ｈ３＋ｂｈ１－ａｈ３）＞０ （２０）
ｈ１ｈ２ｈ３＋ｂｈ１－ａｈ３ ＞０ （２１）

（ｈ１ｈ２ｈ３＋ｂｈ１－ａｈ３）－ｇ（ｈ２ｈ３＋ｂ）＞０（２２）
Ｆ１ ＞０ （２３）

并且，

①当蔡氏电路系统参数满足ｑ＞０且ｌ＞０时，
同时满足

Ｌ１ ＞０ （２４）
Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＞０ （２５）
Ｅ２１－３Ｆ１ ＞０ （２６）

　　② 当蔡氏电路系统参数满足ｑ＞０且ｌ＜０时，
同时满足式 （２５） －（２６）且

Ｌ１ ＜０ （２７）
　　③当蔡氏电路系统参数满足ｑ＜０且ｌ＜０时，
同时满足式 （２７）且

Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＜０ （２８）
Ｅ２１－３Ｆ１ ＜０ （２９）

　　④当蔡氏电路系统参数满足ｑ＜０且ｌ＞０时，
同时满足式 （２４）、式 （２８） －（２９）。

证明　当控制增益矩阵Ｋ＝ｋＩ３时，令
Ω（ｕ）＝ ｕＩ３－（Ａ－Ｋ） （３０）

注意到误差系统 （１１）属于扇形 ［０，１］，根据引
理２，首先考虑矩阵Ａ－Ｋ的特征值λ，它显然满
足Ω（λ）＝ λＩ３－（Ａ－Ｋ） ＝０。

由式 （５）可知， λＩ３－（Ａ－Ｋ） ＝λ
３＋ａ１λ

２

＋ａ２λ＋ａ３，其中，ａ１＝ｈ１＋ｈ２＋ｈ３，ａ２＝ｈ１ｈ２＋
ｈ１ｈ３＋ｈ２ｈ３＋ｂ－ａ，ａ３ ＝ｈ１ｈ２ｈ３＋ｂｈ１－ａｈ３。

根据矩阵理论中的 Ｈｕｒｗｉｔｚ定理［３４］，Ｒｅλ（Ａ－
Ｋ）＜０当且仅当以下不等式同时成立：

ａ１ ＞０，ａ１ａ２ ＞ａ３，ａ３ ＞０
由于系统参数ａ＞０，ｂ＞０，ｒ≥０，上述三个不等
式同时成立的充要条件为式 （１９） － （２１）同时
成立。

又因为

Ｗ（ｚ）＝Ｃ（ｚＩ３－（Ａ－Ｋ））
－１Ｂ＝

（１，０，０）
ｚ＋ｈ１ －ａ ０

－１ ｚ＋ｈ２ －１

０ ｂ ｚ＋ｈ









３

－１

·

ａ（ｍ１－ｍ０）









０
０

＝

ｇ［ｚ２＋（ｈ２＋ｈ３）ｚ＋ｈ２ｈ３＋ｂ］
Ω（ｚ）

其中Ω（·）由式 （３０）确定，因此，经过一些复
数运算可以求得

１－μ（ＲｅＷ（ｊω））＝ Ｆ（ω）
Ω（ｊω）

其中，· 表示复数的模，Ｆ（ω）＝ω６ ＋Ｅ１ω
４ ＋

Ｆ１ω
２＋Ｈ１，Ｅ１，Ｆ１，Ｈ１分别由式 （１５） － （１７）确

定，误差系统 （１１）的扇形参数μ＝１。
由此可见，对于任意的 ω∈ Ｒ∪ ｛∞｝，１－

μ（ＲｅＷ（ｊω））＞０的充要条件Ｆ（ω）＞０。
令θ２ ＝ω。那么，不等式Ｆ（ω）＞０当且仅当
ｆ（θ）＝θ３＋Ｅ１θ

２＋Ｆ１θ＋Ｈ１ ＞０，
θ∈［０，＋∞］ （３１）

又因为多项式函数ｆ（θ）＝θ３＋Ｅ１θ
２＋Ｆ１θ＋Ｈ１关于

θ∈［０，＋∞］是连续的，并有 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｆ（θ）→＋∞．

因此，不等式 （３１）成立的充要条件是 ｆ（０）＞０
且ｆ（θ）＝０在开区间（０，＋∞）上无实根。

由式 （３１）可知，ｆ（０）＞０当且仅当Ｈ１＞０，
或者在条件 （２１）下等价于不等式 （２２）成立。

又由多项式理论中的斯图姆定理可知［３６］，ｆ（θ）
＝０在开区间 （０，＋∞）上无实根等价于 Ｖ（０）－
Ｖ（＋∞）＝０，其中Ｖ（θ）表示关于ｆ（θ）的斯图姆
多项式序列在点 θ∈ ［０，＋∞］上的符号变化次
数［３５－３６］。

由ｆ（θ）产生的斯图姆多项式序列为 ｛ｆ０（θ），
ｆ１（θ），ｆ２（θ），ｆ３（θ）｝，其中，

ｆ０（θ）＝ｆ（θ），

９７
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ｆ１（θ）＝ｆ′（θ）＝３θ２＋２Ｅ１θ＋Ｆ１，

ｆ２（θ）＝２９（Ｅ
２
１－３Ｆ１）θ＋

１
９（Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１），

ｆ３（θ）＝
９Ｌ１

４（Ｅ２１－３Ｆ１）
２

这里的 Ｅ１，Ｆ１，Ｈ１，Ｌ１分别由式 （１５） － （１８）确
定。

由此可得到关于 ｆ（０）和 ｆ（＋∞）的斯图姆多
项式序列如下：

ｆ０（０）＝Ｈ１，ｆ
１（０）＝Ｆ１，

ｆ２（０）＝（Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１）／９，
ｆ３（０）＝９Ｌ１／４（Ｅ

２
１－３Ｆ１）

２；

ｆ０（＋∞）＝＋∞，ｆ１（＋∞）＝＋∞，
ｆ２（＋∞）＝（＋∞）×ｓｉｇｎ（Ｅ２１－３Ｆ１），
ｆ３（＋∞）＝９Ｌ１／４（Ｅ

２
１－３Ｆ１）

２

其中，ｓｉｇｎ（）表示符号函数。
由于要求Ｈ１ ＞０，关于ｆ（０）的斯图姆多项式

序列的符号序列为

｛＋，ｓｉｇｎ（Ｆ１），ｓｉｇｎ（Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１），ｓｉｇｎ（Ｌ１）｝
关于ｆ（＋∞）的斯图姆多项式序列的符号序列为

｛＋，＋，ｓｉｇｎ（Ｅ２１－３Ｆ１），ｓｉｇｎ（Ｌ１）｝
那么Ｖ（０）－Ｖ（＋∞）＝０成立当且仅当如下任一
条件被满足：

条件１：Ｖ（０）＝Ｖ（＋∞）＝０，或等价于
Ｅ２１－３Ｆ１ ＞０，Ｌ１ ＞０，Ｆ１ ＞０，Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＞０

（３２）
　　条件２：Ｖ（０）＝Ｖ（＋∞）＝１，或等价于下列
任一条件成立：

Ｅ２１－３Ｆ１ ＞０，Ｌ１ ＜０，Ｆ１ ＞０，Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＞０

（３３）
Ｅ２１－３Ｆ１ ＞０，Ｌ１ ＜０，Ｆ１ ＜０，Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＜０

（３４）
Ｅ２１－３Ｆ１ ＞０，Ｌ１ ＜０，Ｆ１ ＞０，Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＜０

（３５）
Ｅ２１－３Ｆ１ ＜０，Ｌ１ ＜０，Ｆ１ ＞０，Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＞０

（３６）
Ｅ２１－３Ｆ１ ＜０，Ｌ１ ＜０，Ｆ１ ＜０，Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＜０

（３７）
Ｅ２１－３Ｆ１ ＜０，Ｌ１ ＜０，Ｆ１ ＞０，Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＜０

（３８）
　　条件３：Ｖ（０）＝Ｖ（＋∞）＝２，或等价于下列
任一条件成立：

Ｅ２１－３Ｆ１ ＜０，Ｌ１ ＞０，Ｆ１ ＞０，Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＜０

（３９）

Ｅ２１－３Ｆ１ ＜０，Ｌ１ ＞０，Ｆ１ ＜０，Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＜０

（４０）
Ｅ２１－３Ｆ１ ＜０，Ｌ１ ＞０，Ｆ１ ＜０，

Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＞０ （４１）
由式 （１９） －（２１）可知，上述同步条件中每个
关于变量 ｋ的不等式都要得到形如 ｋ＞ｋ 的解，
才能保证与不等式 （１９） － （２１）存在公共解。
根据多项式因式分解定理［３７］，这就要求每个不等

式在变换成多项式不等式Ｇ（ｋ）＞０的情形下，多
项式Ｇ（ｋ）关于变量 ｋ的最高次幂 （有非零系数）

的系数均要大于０。
由式 （１６）可知，多项式Ｆ１的最高次幂ｋ

４的

系数为３，因此，我们应选择 Ｆ１ ＞０的同步条件，
这就排除了条件 （３４）、（３７）、（４０） －（４１）作
为同步条件的可能。

又由式 （１５） － （１７）可知，多项式 Ｅ２１ －
３Ｆ１关于变量ｋ具有非零系数的最高次幂为ｋ

２，其

系数为ｑ，多项式Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１关于变量ｋ具有非零
系数的最高次幂为 ｋ４，其系数是 ２ｑ，而由式
（１８）确定的多项式Ｌ１关于变量ｋ具有非零系数的
最高次幂为ｋ６，其系数为１６ｌ。因此，

① 当ｑ＞０，ｌ＞０时，必须选择Ｆ１＞０，Ｅ
２
１－

３Ｆ１ ＞０，Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＞０，Ｌ１ ＞０作为同步条件，
这时，只有条件 （３２）满足，这等同于不等式
（２３） －（２６）同时成立。

② 当ｑ＞０，ｌ＜０时，应该选择Ｆ１＞０，Ｅ
２
１－

３Ｆ１ ＞０，Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＞０，Ｌ１ ＜０作为同步条件，
这时，只有条件 （３３）满足，这等同于不等式
（２３）和 （２５） －（２７）同时成立。

③ 当ｑ＜０，ｌ＜０时，应选择Ｆ１ ＞０，Ｅ
２
１－

３Ｆ１ ＜０，Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＜０，Ｌ１ ＜０作为同步条件，
这时，只有条件 （３８）满足，这等同于不等式
（２３）和 （２７） －（２９）同时成立。

④ 当ｑ＜０，ｌ＞０时，应该选择Ｆ１＞０，Ｅ
２
１－

３Ｆ１ ＜０，Ｅ１Ｆ１－９Ｈ１ ＜０，Ｌ１ ＞０作为同步条件，
这时，只有条件 （３９）满足，这等同于不等式
（２３） －（２４）、（２８） －（２９）同时成立。

综上所述，得证定理１。
下面进一步讨论一种更简单的控制增益矩阵

Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ，０，０）的混沌同步判据。
令

ｄｋα ＝ｋ＋ｄα （４２）
Ｅ２ ＝（ｄ

ｋ
α）
２－ｇｄｋα＋２（ａ－ｂ）＋ｒ

２＋１（４３）
Ｆ２ ＝（ｒ

２－２ｂ＋１）（ｄｋα）
２－

０８
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（ｒ２－２ｂ＋１）ｇ＋２[ ]ａｄｋα＋

ａ（ａ－２ｂ＋２ｒ２）＋（ｒ＋ｂ）２＋ａｇ （４４）
Ｈ２ ＝ （ｒ＋ｂ）ｄｋα[ ]－ａｒ

（（ｒ＋ｂ）ｄｋα－ａｒ）－ｇ（ｒ＋ｂ[ ]） （４５）

Ｌ２ ＝Ｅ
２
２Ｆ
２
２－４Ｅ

３
２Ｈ２＋１８Ｅ２Ｆ２Ｈ２－４Ｆ

３
２－２７Ｈ

２
２

（４６）
　　定理２　误差系统 （１１）在控制增益矩阵Ｋ＝
ｄｉａｇ（ｋ，０，０）情况下达到绝对稳定，即主一从同步
框架 （８）达到式 （１０）意义下滞后同步的条件是
同时满足

ｄｋα＋ｒ＋１＞０ （４７）
（ｒ＋１）（ｄｋα）

２＋ （ｒ＋１）２[ ]－ａｄｋα－
ａ＋（ｒ＋１）（ｒ＋ｂ）＞０ （４８）
ｄｋα ＞ｇ＋ａｒ／（ｒ＋ｂ） （４９）
Ｅ２２－３Ｆ２ ＞０ （５０）

并且

①当蔡氏电路系统参数满足４ｂ＜（ｒ－１）２时，
同时满足

Ｅ２Ｆ２－９Ｈ２ ＞０ （５１）
Ｆ２ ＞０ （５２）
Ｌ２ ＞０ （５３）

　　②当蔡氏电路参数满足２（ｒ２＋１）＞４ｂ＞（ｒ－
１）２时，同时满足式 （５１） －（５２）且

Ｌ２ ＜０ （５４）
　　③当蔡氏电路参数满足４ｂ＞２（ｒ２＋１）时，同
时满足式 （５４）且

Ｅ２Ｆ２－９Ｈ２ ＜０ （５５）
Ｆ２ ＜０ （５６）

　　证明　在式 （１４） －（１８）中令ｈ１ ＝ｄ
ｋ
α ＝ｋ

＋ｄα，ｈ２ ＝１，ｈ３ ＝ｒ便可以得到对应于 Ｋ ＝
ｄｉａｇ（ｋ，０，０）且由式 （４３） － （４６）确定的 Ｅ２，
Ｆ２，Ｈ２和Ｌ２。

简单计算可以知道，多项式Ｅ２２－３Ｆ２的最高次
幂ｋ４的系数为１，多项式Ｆ２的最高次幂ｋ

２和多项

式Ｅ２Ｆ２－９Ｈ２的最高次幂ｋ
４的系数均为（ｒ２＋１－

２ｂ），多项式Ｌ２的最高次幂ｋ
８的系数为（ｒ２－１）２

－４ｂ（ｒ＋１）２。那么，类似于定理１的证明方法可以
得证本定理。

应该注意到同步目标 （１０）中的混沌同步滞
后时间τ等同于主 －从蔡氏电路系统的通道时延
τ，而上述同步判据都与时延 τ无关。这说明只要
满足上述同步判据，主－从混沌蔡氏电路系统对于
任意的通道时延τ都可以达到滞后同步，并且同步
滞后时间自然地跟随主－从系统的通道时延。这个

性质为工程应用带来了便利，同时也表明这些同步

判据同样适用于如文献 ［３－１７］所涉及的不考虑
通道时延 （即τ＝０）的主－从蔡氏电路系统完全
混沌同步问题。

３　实例分析
关于主－从蔡氏电路系统在控制增益矩阵为Ｋ

＝ｋＩ３和 Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ，０，０）的线性状态误差反馈控
制下的混沌同步判据已有一些结果［９，１２，１４，１６－１８］。本

节将进一步地把本文得到的新的混沌同步判据与这

些结果进行实例仿真比较。

文献 ［１７］研究了主 －从的第一类蔡氏电路
系统在控制增益矩阵 Ｋ＝ｋＩ３情况下的同步判据。
令第一类蔡氏电路系统的参数值为：

ａ＝１０，ｂ＝１５，ｍ０ ＝－１２７，ｍ１ ＝－０６８，ｒ＝０

（５７）
再令主蔡氏电路系统的初始条件为 ｘ（０）＝（０１，
－０２，－０３）Ｔ，从蔡氏电路系统的初始条件为
ｚ（０）＝（－１０，－５，－５）Ｔ。第一类主蔡氏电路系统
的多螺旋混沌轨迹如图１所示。

图１　第一类主蔡氏电路系统的混沌轨迹
Ｆｉｇ１　Ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃｏｒｂｉｔｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｃｌａｓｓ

ｏｆｔｈｅｍａｓｔｅｒＣｈｕａｓｃｉｒｃｕｉｔｓ

文献 ［１７］证明了控制增益矩阵Ｋ＝ｋＩ３情况
下的同步判据，由文献中的式 （２７） － （３０）、
（３３）确定。根据该判据可以求得主 －从蔡氏电路
系统在上述参数值条件下的同步条件为：ｋ＞６４。
文献 ［９］的定理４给出了另一个关于控制增益矩
阵Ｋ＝ｋＩ３的同步判据，由此也可以求得主－从蔡
氏电路系统在上述参数值条件下的同步条件：ｋ＞
４０４１。

现在，我们考虑本文定理１中的判据。对于第
一类蔡氏电路系统，ｄα＝ａ（１＋ｍ１）。不难验证，在
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上述参数值情况下，ｑ＝－５６７５＜０，ｌ＝－２００７×
１０３ ＜０。因此，同步判据由式 （１９） － （２３）、
（２７） －（２９）确定。通过计算，可得到这些判据
不等式的解依次为：ｋ＞－１４；ｋ≥ ０２３；ｋ≥
－４６５；ｋ≤－４６６或 ｋ≥３８５；任意实数 ｋ；任
意实数ｋ；ｋ≤－６２或ｋ≥５２；任意实数ｋ。取这
些解的交集可得关于控制增益矩阵 Ｋ＝ｋＩ３的同步
条件为：ｋ≥５２。显然，本文得到的同步条件优于
文献 ［９］和 ［１７］的结果。

图２　主—从蔡氏电路混沌系统在控制
增益矩阵Ｋ＝５５Ｉ３下的同步过程

Ｆｉｇ２　Ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅ
ｍａｓｔｅｒｓｌａｖｅＣｈｕａｓｃｉｒｃｕｉｔｓｂｙＫ＝５５Ｉ３

取ｋ＝５５，它满足本文得到的同步条件，但
不满足文献 ［９］和 ［１７］得到的同步条件。图２
显示了主—从蔡氏电路混沌系统在控制增益矩阵Ｋ
＝５５Ｉ３情形下的同步过程。
现在考虑控制增益矩阵Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ，０，０）的情

况。

文献 ［１６］研究了主 －从的第二类蔡氏电路
系统在控制增益矩阵Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ，０，０）情形下的同
步问题，得到了文献中式 （１９）、 （２２）和 （２５）
所示的３个同步判据。如果取第二类蔡氏电路系统
的参数值为：

ａ＝９，ｂ＝１４２８，ｍ０ ＝－１／７，
ｍ１ ＝２／７，ｒ＝０ （５８）

那么，由该 ３个判据得到的控制增益矩阵 Ｋ ＝
ｄｉａｇ（ｋ，０，０）情形下的同步条件分别为：

ｋ＞１７９９，ｋ＞１６２２，ｋ＞１６２１
　　现在采用本文定理 ２中的判据，此时 ｄα ＝
ａｍ１。对于由式 （５８）给定的参数值，显然有２ｂ＞
ｒ２＋１。因此，同步判据由式 （４７） －（５０）、（５４）
－（５６）确定。通过计算可以得到这些判据不等

式的解依次为：ｋ≥－３５７１；ｋ≥ ４７１或 ｋ≤
－１８５；ｋ≥－２５７；ｋ≥１２９或ｋ≤－２５８；ｋ≤
１２８或ｋ≥９１６６；ｋ≤－２４７或ｋ≥１２９７；ｋ≤
－３１７或ｋ＞１２３。取这些不等式解的交集，可以
得到关于控制增益矩阵Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ，０，０）的同步条
件为：ｋ≥９１６６。该条件显然优于上述文献 ［１７］
得到的３个结果。

令主蔡氏电路系统的初始条件为 ｘ（０） ＝
（０１，－０２，－０３）Ｔ，从蔡氏电路系统的初始条
件为ｚ（０）＝（－１０，－５，－５）Ｔ。取ｋ＝１０，它满
足本文得到的同步条件，但不满足文献 ［１６］得
到的同步条件。图３和图４分别显示了第二类主蔡
氏电路系统的混沌轨迹和主—从蔡氏电路系统在控

制增益矩阵Ｋ＝ｄｉａｇ（１０，０，０）情形下的同步过程。

图３　第二类主蔡氏电路系统的混沌轨迹
Ｆｉｇ３　Ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃｏｒｂｉｔｓｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄ

ｃｌａｓｓｏｆＣｈｕａｓｃｉｒｃｕｉｔｓ

文献 ［１２，１４，１７－１８］考虑了主 －从的第
一类蔡氏电路系统在控制增益矩阵 Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ，０，
０）情形下的同步问题。文献 ［１２］得到的同步判
据由其定理１描述；文献 ［１４］得到的同步判据
由其式 （２５）表达；文献 ［１７］得到的同步判据
由其式 （３６）确定；文献 ［１８］得到的同步判据
由其推论２描述。如果取蔡氏电路系统的参数值如
式 （５７）所示，那么，文献 ［１２，１４，１７－１８］
的同步判据所得到的控制增益矩阵 Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ，０，
０）情形下的同步条件分别为：ｋ≥１２７λ（λ＞１）；
ｋ＞１２７；ｋ≥１８４０；ｋ＞１２７。现在取本文定理
２中的判据，此时 ｄα ＝ａ（１＋ｍ１）。由于式 （５７）
给定的参数值满足２ｂ＞ｒ２＋１。因此，同步判据由
式 （４７） －（５０）、（５４） －（５６）确定。通过计
算可以得到这些判据不等式的解依次为：ｋ＞
－４２；ｋ≥５３或ｋ≤－２６１；ｋ＞－３２；ｋ＞２７
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图４　主—从蔡氏电路系统在控制增益
矩阵Ｋ＝ｄｉａｇ（１０，０，０）下的同步过程

Ｆｉｇ４　Ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍａｓｔｅｒｓｌａｖｅ
ＣｈｕａｓｃｉｒｃｕｉｔｓｂｙＫ＝ｄｉａｇ（１０，０，０）

或ｋ＜－３２；ｋ≥１１７７或ｋ≤２６８；ｋ≥２７３或
ｋ≤－３１３；ｋ≥２５２或ｋ≤－３７１。取这些不等式
的交集，可以得到关于控制增益矩阵 Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ，
０，０）的同步条件为：ｋ≥１１７７。该条件显然优于文
献 ［１２，１４，１７－１８］得到的上述结果。

图５　主—从蔡氏电路系统在控制增益矩阵
Ｋ＝ｄｉａｇ（１２，０，０）情形下的同步过程

Ｆｉｇ５　Ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍａｓｔｅｒｓｌａｖｅ
ＣｈｕａｓｃｉｒｃｕｉｔｓｂｙＫ＝ｄｉａｇ（１２，０，０）

令主蔡氏电路系统的初始条件为 ｘ（０） ＝
（０１，－０２，－０３）Ｔ，从蔡氏电路系统的初始条
件为ｚ（０）＝（－１０，－５，－５）Ｔ。取ｋ＝１２，它满
足本文得到的同步条件，但不满足文献 ［１２，１４，
１７－１８］得到的同步条件。图５显示了主－从蔡氏
电路系统在控制增益矩阵 Ｋ＝ｄｉａｇ（１２，０，０）情形
下的同步过程。

４　小　结
本文采用多项式理论中的斯图姆定理和因式分

解定理，严格证明了主－从蔡氏电路系统在线性状
态误差反馈控制下存在通道时延时的若干滞后混沌

同步判据，其中涉及控制增益矩阵 Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ，０，
０）和Ｋ＝ｋＩ３等情形。实例分析表明，本文得到的
同步判据比文献 ［１２，１４－１５，１７－１９］的同类
判据更少保守性。这一方法也可用于寻找其它控制

增益矩阵或其它主－从混沌系统的同步判据。
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